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Ableitung, Eigenschaften und lineare Approximation
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1 Zielstellung dieses Textes
Dieser Text beinhaltet die Ableitung und Erklarung aller relevanten Eigenschaften der
Brachistochrone aus ingenieurmafRiiger Sicht.

Im Einzelnen wird folgendes behandelt:

e Ableiten und Ldsen der Differentialgleichung der Brachistochrone tber das
Snelliussche Gesetz analog zu Johann Bernoulli. Dazu Ableitung des Snelliusschen
Gesetzes aus einem Minimalproblem.

¢ Ableiten der(selben) Differentialgleichung der Brachistochrone tber die Euler-
Langrange-Gleichung der Variationsrechnung.

e Ableiten der Zykloide (als Losungsfunktion des Brachistochronen-Problems) und ihrer
Parameter am physikalischen, zeitbezogenen Kreismodell (Walzwinkel ¢=wt)

e Berechnung der Zykloiden-Parameter aus den Achsen-Parametern Hohe h und
Weite w der Brachistochrone. Dabei wird eine nichtlineare Gleichung fur den
Walzwinkel als Funktion des Achsenverhéltnisses w/h mittels VBA-EXCEL-Funktion
gelost.

e Berechnung der Lange und der Durchlaufzeiten der Brachistochrone, insbesondere
Ableitung der Tautochronie fir den Halbbogen der Zykloide.

e Lineare Approximation der Brachistochrone durch n Strecken.

Zur Berechnung der Anfangs- und Endpunkte der Strecken wird EXCEL-Solver
benutzt. Es zeigt sich, dass sich der Streckenverlauf fir wachsendes n sehr schnell
der Brachistochrone annahert. (Abweichung von der Laufzeit der Brachistochrone
betragt bei n=10 nur 1%o)

e Einbeziehen eines Tragheitsmoments fur einen die Brachistochrone
herunterrollenden Kdrper. Dieses andert die Form der Brachistochrone nicht,
verlangert aber die Durchlaufzeiten.

e Einbeziehung der Gleitreibung (Reibungskoeffizient y). Dieser andert die Kurve und
die Durchlaufzeiten erheblich.

Die Zusammenhange werden durch viele Abbildungen demonstriert.

2 Historie

Johann Bernoulli verdffentlichte 1696 folgende Aufgabenstellung, deren Losung er selbst
bereits gefunden hatte und die in der Folge von mehreren Mathematikern geldst wurde:

"Wenn in einer verticalen Ebene zwei Punkte A und B gegeben sind, soll
man dem beweglichen Punkte M eine Bahn AMB anweisen, auf welcher
er von A ausgehend vermodge seiner eigenen Schwere in kirzester Zeit
nach B gelangt]...] Damit Liebhaber solcher Dinge Lust bekommen sich
an die Losung dieses Problems zu wagen, mdgen sie wissen, dass es
nicht, wie es scheinen kdnnte, blosse Speculation ist und keinen
praktischen Nutzen hat. Vielmehr erweist es sich sogar, was man kaum
glauben sollte, auch fir andere Wissenszweige, als die Mechanik, sehr
natzlich. Um einem voreiligen Urtheile entgegenzutreten, mdége noch
bemerkt werden, dass die gerade Linie AB zwar die kiirzeste zwischen A
und B ist, jedoch nicht in kiirzester Zeit durchlaufen wird. Wohl aber ist die
Curve AMB eine den Geometern sehr bekannte; die ich angeben werde,
wenn sie nach Verlauf dieses Jahres kein anderer genannt hat.“
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Weiteres zur Historie und auch die Losung von Bernoulli findet man z.B. in [Uni Graz].
Bernoulli nutzte eine Analogie aus der Optik fur seine L6sung, nach der Lichtstrahlen bei
Brechung immer den schnellsten (nicht den kirzesten) Weg wéhlen. Dieser Losungsweg wir
im Kapitel 3.2 detailliert dargestellt.

Eine besonders ausfihrliche Darstellung der Historie, mit Textausztigen und Abbildungen
findet sich in [Uni Bayreuth].

3 Losung des Brachistochronen-Problems

3.1 Mathematische Definition des Brachistochrone-Problems

Die Ableitung der mathematischen Bedingung fir die gesuchte Kurve ist einfach —s.
Abbildung 1.

X dx

¥ x

Energiesatz:
m
I‘I’] - - = — v
gy 2

=v(x) =y2-g-yx)

2

dy Schwerkraft g

y(x)
dv\2
Vv ds = /dx? +dy2 = ’1+(d—§) - dx

Abbildung 1: Ableitung der mathematischen Bedingung fiir die Brachistochrone

Wir orientieren (wie Bernoulli) die y-Achse nach unten. Der Massepunkt startet in (0,0) in der
Hoéhe y hat er auf der gesuchten Kurve y(x) die Bahngeschwindigkeit v nach dem
Energiesatz:

N|§

I/Vpot="l'g'y=m/kin=

Fir ein differentielles Bahnstiick ds

A2
ds = dx? +dy? = 1+(£) dx =14y (x)?-dx

kann die Bahngeschwindigkeit als konstant angenommen werden und die Durchlaufzeit dt
betragt:
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ds J1+y'(x)? 4 )
No P L dx

dt =— =

v J2-gy(x)

Die gesamte, zu minimierende Durchlaufzeit vom Punkt A zum Punkt B ist dann das Integral:

w14+ y'(x)?
tw =f ﬁ-dx - Minimum! 3
x=042"9 " Y(x)

Die Minimierung des Integralausdrucks der gesuchten Funktion y(x) ist ein sog.
Variationsproblem, das mit der Euler-Lagrange-DGL gel6st werden kann - 3.3.

Dieses anspruchsvolle Verfahren ist eigentlich nicht Gegenstand der Ingenieur-Mathematik
und wird deshalb weiter unten nur kurz behandelt.

3.2 Differentialgleichung der Brachistochrone nach Johann Bernoulli
Bernoulli leitete die Differentialgleichung fiir die Brachistochrone aus dem optischen
Brechungsgesetz nach Snellius ab. Wir gehen hier einen Schritt zurlick und zeigen zunéchst,
wie dieses Brechungsgesetz einfach als Folge einer Minimalaufgabe entsteht.

3.2.1 Brechungsgesetz nach Snellius - ein Minimalproblem

Wir nehmen dazu an, dass sich ein Kérper vom Punkt A=(0, 0) zum Punkt B=(w, a+b)
bewegt. (Das konnte z.B. ein Fahrzeug sein, das wegen unterschiedlicher
Gelandebedingungen erst nur langsam und dann schneller fahren kann). Im Intervall
O<=y<=a hat er die Geschwindigkeit vi1, danach v, >vi.

‘\\ Geschwindigkeit v1

ath e m e e LD -

Y

v
Abbildung 2: Brechungsgesetz nach Snellius als Minimalaufgabe

Wenn v1<v2 ist, dann macht es u.U. Sinn, den Bereich mit der niedrigen Geschwindigkeit
schnell zu verlassen, um dann mit h6herer Geschwindigkeit zum Ziel zu fahren — selbst
wenn der Gesamtweg dabei langer als die direkte Verbindung ist. Jeder Freund schneller
Autobahnfahrten weil3 das.

Mit

Ly =+a?+x? und L, =+b?+ (w—x)?
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Bekommen wir fir die Gesamtzeit:

Ly L, +a?+x2 b2 + (w — x)2
T=T,+T,=—+—2= +‘/ W= x)
V1 v %1 Uy

-  Minimum!

Wir bilden die Ableitung nach x und setzen sie = 0:

ar 2x N —2(w —x) _ 0
dx v1-2-~/a2+x2 vyt 2 /b2+(W—x)2
Die Auflésung dieser Gleichung nach x ist allgemein nicht méglich, soll hier aber auch nicht

interessieren. Wenn wir fiir die Wurzelausdriicke wieder die Langen L; und L, einsetzen
bekommen wir:

) 6 s e

v %1 ) )

Oder mit den cos-Funktionen der eingetragenen Winkel:

cos(ay)  cos(az) 4
v, vy

Gl (4) stellt das Brechungsgesetz nach Snellius dar, der es fir die Lichtbrechung an
Mediengrenzen formuliert hat. Auch das Licht sucht sich von einem Punkt A zu einem Punkt
B immer den Weg mit der kiirzesten Durchlaufzeit. Das ist nicht der kirzeste Weg.

3.2.2 Gesetz von Snellius fiir mehrere Geschwindigkeitsbereiche

Wenn man nun auf dem Weg von A nach B mehrere Gebiete unterschiedlicher
Geschwindigkeit durchqueren muss, so lasst sich das Minimalproblem nicht mehr analytisch
lI6sen. Mit EXCEL-Solver ist das aber einfach méglich - Abbildung 3.

Wir geben y aquidistant vor und wahlen fur die ansteigende Geschwindigkeiten einen
konstanten Zuwachs von 10% je Gebiet. (Bei der nachfolgenden Anwendung auf die
Brachistochrone wird v wegen des Energiesatzes mit der Wurzel aus y wachsen) Die
folgende Abbildung zeigt die Losung dieser Aufgabe fiir 10 gleichbreite Gebiete.
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Konstanten

h 10
ny 10
W 15

0,00000
0,46166
0,98124
1,56970
2,24192
3,01917
3,93415
5,04283
6,45873
8,50550

15,00000

L e e = B I I

=
[=]

wk
10,00000
9,00000
8,00000
7,00000
&, 00000
5,00000
4,00000
3,00000
2,00000
1,00000
0,00000

vk
0,00000
1,00000
1,10000
1,21000
1,33100
1,46410
1,61051
1,77156
1,54872
2,14359
2,35795

Lk

1,10142
1,12693
1,16029
1,20454
1,26654
1,35543
1,49305
1,73343
2,27800
6,57103

Abbildung 3: EXCEL-Arbeitsblatt fur 10 Geschwindigkeitsstufen

Tk

1,10142
1,024438
0,95892
0,90529
0,86506
0,84161
0,84279
0,88952
1,06270
2,78676
11,27856

Minimalkurve bei n=10 Geschindigkeitsstufen

10,0

9,0

80

7,0

6,0

50

40

3,0

2,0

1,0

0,0

11 12 13

Abbildung 4: Minimierung der Laufzeit bei 10 Geschwindigkeitsstufen.

cos{al)/v

0,41915
0,41915
0,41914
0,41915
0,41915
0,41915
0,41916
0,41916
0,41916
0,41916

14 15

In jedem Gebiet k ist das Verhaltnis aus cos(a) und Geschwindigkeit dasselbe:

cos(ay)

Uk

= K = konstant

Fur niedrige Geschwindigkeiten muss auch der Cosinus klein sein, der Winkel a ist nahe 11/2.
Die Kurve ist steil. Je grol3er die Geschwindigkeit wird, desto grol3er muss auch der Cosinus
werden, also nimmt a ab. Zum Schluss ist die Geschwindigkeit sehr hoch, der Winkel ist sehr
klein; die Kurve verlauft flach.
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3.2.3 Stetige Variablen und Energiesatz
Zur Anwendung dieser Erkenntnisse auf das Brachistochronen-Problem sind noch zwei
Schritte nétig:

e Der Ubergang zu differentiell diinnen Schichten, also zu unendlich vielen
Brechungen. (Optisch konnte hier der Begriff der Gleitsicht passen.)

¢ Die Einfihrung der Schwerkraft, also die VerknUpfung der Geschwindigkeit mit der
durchlaufenen Hohendifferenz tiber den Energiesatz

Beide Schritte knnen wir direkt in Gl (5) ausfihren. Mit den Grenzubergéngen zu stetigen
Variablen und mit dem Energiesatz bekommen wir:

m
cos(ay) = cos(a(y)) vk = v(y) m-g-y=7v2 = v=,2-g-y

1 1
_cos(a) J1+ tan?(a) B J1+y? 1 1

J2gy  J2 gy _\/Z-g-y_\/Z'g'\/y-(1+y’2)

Abbildung 5 zeigt die Zusammenhange.

X X
' Energiesatz:
: _m 5
! Schwerkraft g m-gy=5-v
: =vy=2-gy
! W
e S e
a dy
tan(a) = ax
v = 2 g . y
y(x)
Yy

Abbildung 5: Grenziibergang zu stetigen Variablen

Die konstanten Teile schlagen wir der Konstanten K zu, nehmen den Kehrwert und
bekommen so eine Differentialgleichung fiir die Brachistochrone;

/y-(1+y’2)=K

Nach Separation der Ableitung y* wird daraus:

In dieser DGL kommt x explizit nicht vor.
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Ein allgemeines Verfahren zur Losung solcher nichtlinearen DGL gibt es nicht. Man kommt
hier mit einem Ansatzverfahren zum Ziel, indem man fir dy/dx den cot eines Winkel-
Parameters @/2 einsetzt. (¢ ist dabei nicht der Ableitungswinkel). Eine Interpretation des
Parameters erfolgt im Kapitel 4.

Wir setzen in Gleichung (6) ein und quadrieren:

it (© k ()
i R vy ) e ) R
k 7
y(g) =5 (1= cos())

Fur die entsprechende Parameterdarstellung fir x(¢) muss man noch ein Integral 16sen:

dy

d_Y_(%)_ k—y(p) _ |1+cos(ep). Bk i)

dx_(d_x)_ y@)  (T-costp) dp 2 ¢
de

Also

dx k n(0) 1 — cos(p)
do 2 stme 1+ cos(p)

Die Integration Gber ¢ ist geschlossen mdglich und liefert:

k ,1 -
x(p) = Ef sin(ep) - #Zzgg- de = arcsin(cos(p)) —+/1 —cos?(p) + C

_k + 2 i )+C—k( in( )+k'n+C
=3 ) > sin(e =3 @ — sin(p) 2

Damit x(¢=0)=0 ist muss die Integrationskonstante C so gewdahlt werden, dass der zweite
Summand verschwindet. Dann wird

k
x(p) =3 (¢ — sin(e))

Diese Losung der Differentialgleichung, die Johann Bernoulli als erster gefunden hat, ist die
Zykloide, die aber als Funktion y(x) nicht geschlossen angebbar ist und meist in
Parameterform geschrieben wird. Wenn man letztlich noch k = 2R setzt, bekommt man die
Ubliche Form der Zykloide:

x(t) = R (¢ — sin(¢)) 9
y(®) =R+ (1 - cos(p))
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Dass man hier nicht wie Ublich t als Parameter nimmt, sondern einen Winkel ¢, hat seine
Ursache in der nachfolgenden Definition der Zykloide als Rollkurve eines Kreises mit dem
Radius R und dem Drehwinkel ¢.

Wir prufen noch, ob die Zykloide nach Gl (9) tatsachlich die DGL (3) erfullt:

dy
dy de _  —sin(p) k=Rl —cos(p))
dx g_X ~ (1=cos(@)) 4 R-(1—cos(¢))
1)

Wenn wir die Konstante k als Durchmesser (2R) des erzeugenden Kreises auffassen, dann
wird:

(1 — cos(q))) - R (1 — cos(p)) R (1 —cos(@))

—sin(¢p) \]ZR —R(1 —cos(p)) \/R- (1 + cos())

Quadrieren:

sin®() (1 + cos(¢))
(1- cos((p))2 ~ (1 cos(e))

= sin?(p) = (1 + cos(cp)) (1= cos(¢)) =1 — cos?(¢)

sin?(¢) + cos?(¢p) = 1

3.3 Losung des Variationsproblems der Brachistochrone

Der Integralausdruck in Gleichung (3) stellt ein sog. Funktional dar, also eine Abbildung der
unbekannten Funktion y(x) auf eine Zahl, hier die zu minimierende Laufzeit, dar. Allgemein
wird das Problem in der Variationsrechnung so geschrieben:

X2
j Fx,y,y') -dx - Minimum! y(x1) =y1; y(X2) =y2
X1
Wenn der Integrand wie dargestellt nur von x, der gesuchten Funktion y(x) und ihrer

Ableitung y‘(x) abhangt, dann kann man das Problem durch die sog. Euler-Lagrange-
Differentialgleichung (ELG) l6sen:

d (0F(xy,y)\ _9F(%y,y")
dx a2y’ oy

Im Fall des Brachistochronen-Problems hangt F(...) explizit gar nicht von x ab:

1+y'?
2-g-y

Fy,y") =

In diesem Fall kann man die ELG vereinfachen zu:

, OF(y,y")
y Y

3y — F(y,y") = const.

Wenn man die Konstante 1/C nennt, dann bekommt man:
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, OF(y,y")
y L —

F !
3y’ 0y

) = y’z ’1 +y'? 1
- T2 v C

,/2-g-y-/1+y’2 gy
Multiplikation mit den Wurzel-Ausdricken im Nenner ergibt:

V2g+ |y (1+y"%)

C

ylz - (1 —ylz) =—-1=
Letztlich:

L
V29

Das ist dieselbe Differentialgleichung, die auch schon Bernoulli gefunden und gel6st hatte.

K= |y-(1+y?)

4 ZyKloide als Losungsfunktion des Brachistochronen-Problems
Die von Johann Bernoulli und anderen gefundene Lésungsfunktion fir das
Brachistochronen-Problem ist die Zykloide. Diese Kurve war schon bekannt, bevor ihr
Zusammenhang mit dem Brachistochronen-Problem durch Bernoulli erkannt wurde.

4.1 Ableitung der Zykloiden-Gleichung als Rollkurve

Ein Rad vom Radius R rollt mit der Geschwindigkeit v rutschfrei auf einer horizontalen
Ebene. Die Winkelgeschwindigkeit betragt dann w=v/R. Wir abstrahieren von dem Rad zu
einem idealen Kreis.

Ortsvektor Zykloiden-Punkt:
wt — sin(mt))
1 — cos(wt)

ﬁzﬁn'+§=R-(

= —qj t
Speichenvektor: § = R - ( sin(w ))

—cos(wt)

< Rwt 2R

Ortsvektor Mittelpunkt: ﬁn' =R- (Uit)

Abbildung 6: Zykloiden-Gleichung = Superposition von translatorischer und rotatorischer Bewegung

Der Mittelpunkt des Kreises bewegt sich nach dem folgenden Weg-Zeit Gesetz rein
translatorisch:
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@ =(omia) = () =2 =r(“}")

Wir interessieren uns nun fir einen Punkt auf der Peripherie des Kreises. Dieser fuhrt eine
Rotationsbewegung um den Mittelpunkt aus, die sich mit der translatorischen Bewegung des
Mittelpunktes Uberlagert.

Zum Zeitpunkt t=0 liege der Punkt genau bei (0,0), also am Aufstandspunkt des Kreises, der
in Richtung der positiven x-Achse rollt und sich deshalb im mathematisch negativen Sinne
dreht.

Der Drehwinkel ¢(t), gemessen bezuglich der positiven x-Achse in mathematisch positivem
Umlaufsinn (entgegen der Raddrehung) ist daher:

O=-o—w-t
(P—Zw

Die rotatorische Bewegung beziiglich der Radachse wird durch den sog. Speichenvektor s
beschrieben

T s
L (Recos(p®)y ., (oSG Zzme)  [cos(@tts)
s(t)_<R-sin(<P(t))>_R Sin(—g—w.t) =R _Sin(w'“g)
_ o (Sin(w-?)
=R (—cos (w-t))

BEACHTE:

Bei einer ,normalen“ Rotationsbewegung im mathematisch positiven Sinne, bei der der
Drehwinkel gegen die positive x-Achse gemessen wird, ist x mit dem Cosius und y mit dem
Sinus des Drehwinkels verbunden. Durch die negative Phasenverschiebung und die
negative Drehrichtung werden Sinus und Cosinus vertauscht und es kommt au3erdem zu
negativen Vorzeichen.

Der Ortsvektor des Punktes auf der Kreisperipherie ist dann die Vektorsumme beider
Bewegungen:

P(t) = (x(t)) =B +30 = R-(“, )+ R- (_Sin(w ' t))

y(t) —cos(w * t)
S (X _ , (w-t—sin(w-t)
PO = (y(t)) =k ( 1—cos(w - t) ) 10

Das ist die bekannte Gleichung einer Zykloide.

Erstaunlicher Weise ist genau diese Zykloide auch die Losungsfunktion fir das o.g.
Variationsproblem der Brachistochrone. Dabei wird allerdings die Orientierung der y-Achse
nach unten angenommen.
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4.2 ZyKkloiden-Parameter fiir das Brachistochronen-Problem

Hier geht es um die Bestimmung der Gleichung fir eine konkrete Brachistochrone (also
Zykloide) bei gegebenem Startpunkt A und Endpunkt B, wobei die y-Achse jetzt wie blich
nach oben orientiert ist.

<V

Abbildung 7: Definition von Start- und Endpunkt eines Zykloiden-Abschnittes

Wie wir sehen werden, spielt im Folgenden oft nur das Verhaltnis n = w/h der
Achsenabschnitte eine Rolle.

Wir gehen von folgender Zykloiden-Gleichung aus, in der allerdings explizit nur der
Parameter h des Startpunktes vorkommt.

x(t) =R - (wt — sin(wt)) 11
y(t) =h—R-(1—cos(wt))

BEACHTE:

Die y-Gleichung enthalt nun ein zweifaches Minus, wodurch die Kurve bei (0, h) beginnend
wie gewlnscht abfallt. AuBerdem ist R ungleich zur Anfangshdhe h. Das ist nétig flr solche
Falle, in denen die Weite w viel gro3er als die Hohe h ist.

Bei einem beliebigen Verhaltnis von w/h kann man leider nicht davon ausgehen, dass die
Lésungskurve zwischen den Punkten A und B immer ein voller Halbbogen der Zykloide ist.
Das gilt tatsachlich nur fir das Verhaltnis

Fir n < /2 wird nur ein Teil eines Halbbogens benutzt, fir n > /2 wird mehr als ein
Halbbogen benutzt. Im letzteren Fall durchlduft der Punkt sogar negative y-Werte, um erst
am Ende wieder bei y=0 zu landen.
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Wir ermitteln nun die Zusammenhé&nge der Parameter h, w, R und tw, wobei wir hier die
Ergebnisse aus [Matroid] benutzen, diese aber ausfuhrlicher darstellen.

Da in allen Gleichungen das Produkt wt vorkommt, setzen wir dafiir abkirzend @=wt. Dieser
Winkel wird oft als Walzwinkel bezeichnet. Im Kreismodell der Zykloide ist das der Winkel,
um den sich der Kreis zum Zeitpunkt t gerade gedreht hat. Ein voller Bogen entspricht
demnach @=21r, ein Halbbogen entspricht ¢=11. Insbesondere interessieren wir uns flr
denjenigen Walzwinkel @, der mit der Durchlaufzeit tw verbunden ist. Wie oben bereits
angedeutet muss @y nicht gleich 1 sein.

p=w-t Pw = w -ty
Kurve verlauft durch den Startpunkt

x(0) =R(0—sin(0)) =0
y(0)= h—R-(1—cos(0))=nh

Kurve verlauft durch den Endpunkt
x(tw) =w =R" (¢ — sin (¢y))
y(tw) =0=h-R-(1- COS((pw))

Setzt man die beiden letzten Gleichungen ineinander ein, so lasst sich R eliminieren:

Pw — sin(g,) — n- (1 —cos(p,)) =0 12

Der Walzwinkel des Zykloiden-Stiickes, das die Punkte A=(0,h) und B=(w,0) verbindet, h&ngt
damit ausschliefRlich von der Geometrie ab.

Wilzwinkel @(n)
7,00

6,00

Wilzwinkel @(n)

0,00 1
00 05 1,0 1,5 2,0 25 3,0 35 40 45 50 55 60 65 70 7,5 80 85 9,0 9,5 10,0
Achsenverhiltnis n=w/h

Abbildung 8: Walzwinkel fiir die Lésungs-Zykloide

Zur Loésung der nichtlinearen Gleichung fur ¢@w wurde die VBA-EXCEL-Funktion aus dem
Anhang benutzt.
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Die in der Abbildung dargestellte nichtlineare Funktion @w(n) ist dabei die Umkehrfunktion der
aus Gl (4) direkt ableitbaren Funktion n(ow).

_ pw — sin(ew)
(1 = cos(pw))

Wenn man ¢y, ermittelt hat, dann kann man das R aus der Gleichung fir y(t.) berechnen:

n

h

= 13
(1 = cos(pw))

R

Punkt erfillt den Energiesatz

Wir haben nun zwar ¢y berechnet, aber es fehlen uns noch die Einzelwerte fir w und t,.
Diese ergeben sich aus dem Energiesatz. Danach muss der Punkt im Ziel genau die
Geschwindigkeit haben, die seinem Verlust an potenzieller Energie entspricht:

m
m-g-thv(tW)2 > v(ty) =+/2°g h

Wenn man die Geschwindigkeit des Punktes auf der Zykloiden-Bahn in eine waagerechte
und eine senkrechte Komponente zerlegt, so wird:

v2(t) = v + vZ = 2% + 2
Die Ableitungen von x und y nach der Zeit ergeben sich aus Gl (3):
() =R-(w—w-cos(wt)) =R-w- (1 — cos (wt))
y(t) = —R* w " sin(wt)
v(t)? = (Rw)? - [(1 — cos(wt))? + sin(wt)?] = (Rw)? - (1 — cos(wt))
v(ty)? = (Rw)?-(2—2cos(py))=2-g-h
(Rw)?- (1 —cos(py)) =g-h

Wenn wir auf der rechten Seite der letzten Gleichung den Wert h durch den Wert aus Gl.
(13) ersetzen, so kurzt sich der Term (1-cos(¢w)) heraus und es bleibt:

R'a)zzg = w = %:\]g(l_}clos((pw)) 14

Diese Gleichung kommt uns bekannt vor, sie entspricht der Gleichung fiir die Kreisfrequenz
eines Fadenpendels, bei dem die Pendellange gerade = R ist.

Nun lasst sich auch die Durchlaufzeit t, berechnen:

b=, h 15
v v g a- COS((pW))
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Um fir eine vorgegebene Konstruktion aus h und w die Losungskurve zu berechnen, muss

man demnach die Gleichungen (4) bis (7) l6sen.

Wir bemerken noch, dass die Form der Zykloide letztlich nur von h und w abhé&ngt, nicht
jedoch von der Erdbeschleunigung g! Erst die Kreisfrequenz hangt von g ab — und damit
auch Durchlaufzeit t,. Wirde man ein Experiment mit denselben Werten h und w einmal auf
der Erde und einmal auf dem Mond aufbauen, so hatte man denselben Kurvenverlauf, aber

eine entsprechend langere Laufzeit:

8E EM Ty 8E 9,81
PwEJRTETIR ™ T "gM J16

Die folgende Abbildung zeigt die drei méglichen Lésungsvarianten fiir das Achsenverhaltnis
n, wobei jeweils ein vollstandiger Halbbogen der Zykloide gezeichnet wurde. Fett dargestellt

ist jeweils derjenige Teil, der die Brachistochrone bildet.

Brachistochrone (h=1, w=1)
— 1 1,0 )
I
—_— 1
- 1 0,8 )
n= 1 Il
0,6 ’I
/
!
7/
Qu= 138 o4 /
/7
/7
R= 0573 0
w= 4,140
00 <. —
tw= 0,583 0,0 0,5 1,0 ~~_ 15 20 __-25 3,0 35 4,0
S S S ——
Brachistochrone (h=1, w=rt/2)
= 1,000 10 ;
I
— !
w= 1,570 08 P
n= 1,570 3
06 /
(pw = 180a 04
R= 0,500 0
w= 4429
0,0 -~
tw= 0,709 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
-0,2
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Brachistochrone (h=1, w=2,5)
h= 1,0 10 [
]
_ I
w = 2,5 08 ;
n= 25
0,6 ’
/
/
/
Qu=  218° 04
'
R= 0,562 At
0,2 ,/
w= 4,177
_ 00 -7
1:W - 01914 0,0 ) ! | | 2,5 3,0 3,5 4,0
-0,2

Abbildung 9: Zykloiden-Form fiir die 3 Varianten des Achsenverhéltnisses n=w/h

BEACHTE:

Im dritten Fall (n > 1/2) kommt es zu negativen y-Werten, der Punkt unterschreitet das
Niveau des Zielpunktes. Er holt bis x =1,7 ,Schwung“ und schafft es trotz des
Geschwindigkeitsverlustes beim abschlieBenden Anstieg als Schnellster am Ziel zu sein.

4.3 Ldngenberechnung der gefundenen Brachistochrone

Wir berechnen die Lange der gefundenen Brachistochrone bzw. des betreffenden Zykloiden-
Abschnittes. Dazu gehen wir von der Parameterdarstellung nach Gl (3) aus, setzen aber
@=wt. AuRerdem benutzen wir den Wert fur R aus Gl. (5).

x(¢) =R (¢ — sin(p))

y(@) =h—R-(1—cos(p)) =R (1—cos(p,)) —R-(1—cos(p))
= R - (cos(p) — cos(¢y,))

Das Bogenelement ds hangt von dx und dy und damit von den Ableitungen von x(¢) und y(®)
ab:

Pw Pw Dw
s = ds(p) = | Jdx2(e) +dy2(p) = | %2(9) +¥%(p) - do
0 0
(p:

o=
(@) =R (1—cos(ep)) y(®) =R - sin(p)

Einsetzen ergibt

s=R- f:;\/z (1 —cos(g))-de =RvV2" f(p(: /(1 — cos(@)) - d¢

=03 [ to = vz (@) = e (31

(1-cos (%) 16

(1 — cos(<pw))

s=4h-

BEACHTE:
Der Bogen s hangt explizit nur von h ab, Uber den Walzwinkel ¢, aber natirlich auch von w.
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Speziell fir h=w wird @ = ™ und h=2R. Der Bogen s ist in diesem Fall wie gefordert der
halbe Zykloiden-Bogen s=4R.

4.4 Die Tautochronie der Brachistochrone

Die Zykloide ist nicht nur die L6sung des Brachistochronen-Problems, sondern sie verfugt
Uber eine weiter interessante Eigenschaft — die Tautochronie. (tautos = gleich, chronos
=Zeit). Es ist namlich (unter bestimmten Umstanden, die wir gleich untersuchen), egal, wo
man einen Massepunkt auf einer einmal berechneten Brachistochrone auflegt, er braucht
immer dieselbe Zeit bis ins Ziel (genauer: bis in den tiefsten Punkt!).

Ausgehend vom Ansatz zur Langenberechnung machen wir nun den Ansatz zur
differentiellen Zeit, die ein Massepunkt auf der Brachistochrone fiir ein Kurvensttick ds
bendtigt. Die Bahngeschwindigkeit v, die der Massepunktunkt im Kurvenpunkt (X, y) hat,
ergibt sich dabei aus dem Energiesatz, in diesem Fall aber bezogen auf die geanderte
Starthohe a.

v J29(@-y)

RV2- /(1 - cos(<p) (1- COS(‘P))
gt = ds f \/

1-— — — cos(¢)

Die Gesamtdurchlaufzeit bei Start auf der Brachistochrone in der H6he a ist dann:

T= f:dt«p)

B 1 h—a
¢ = arccos R

A J

Abbildung 10: Start eines Punktes auf der Brachistochrone

Die Integrationsgrenzen ergeben sich aus der Funktion @(y):

h—y h—a h
(p(y)=arccos(1—T) = <p1=arccos(1— 7 );g02=<pw=arccos(1—ﬁ)
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Den konstanten Klammerausdruck in der Nennerwurzel bezeichnen wir mit K. Das Intergral
ist dann geschlossen losbar:

ctan2 (X _
1—cos(x \/(K+1) tan (2)+K 1 h—a
f -dx = 2-arctan +C; K=1-

VK — cos(x) V2 R

Wir nutzen die Halbwinkel-Funktion des Tangens:

xy (1 —cos(x))
tan® (E) (14 cos(x))

und bekommen

\/(K.{_l) M_FK_l

f\/% dx = 2 - arctan a +\/c§os(x)) +C=FXx)+C

Damit wird fur die Laufzeit mit der Stammfunktion F(¢o):

I = F f vizcos@) 4, S-(F«pz)—F(«pl))
@1

VK — cos(@)

Wir bestimmen die Funktionswerte der Stammfunktion F(¢) am Start- und Endpunkt.

\/(K+1)-8;g+1(—1

V2

=2-arctan(0) =0

F(¢p,) = 2-arctan

<1 — cos <arcos (1 — %)))
(K+1)- +K-1

(1 + cos <arccos (1- %)))

V2

F(p,) = 2 -arctan

(K+1)-

+K-1
(2—5) K+1) oo+ K1
R (2R—h)
F(¢,) = 2 -arctan = 2 -arctan

V2 V2
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1+h+a-(2RZ—Eh)

RV2

F(¢p,) = 2 -arctan

Letztlich bekommt man fur die Laufzeit aus beliebiger Hohe:

2R
R 1+h+a- —
T =2 |— arctan (ZR h) 17
g RV2

Diese unhandliche Formel vereinfacht sich aber drastisch fiir den Sonderfall, in dem man
genau einen Halbbogen der Zykloide betrachtet. Dieser Fall tritt dann ein, wenn h=2R bzw.
w=TTR ist. Dann wird arctan(«) = T1/2. (Das ist dasselbe, als wenn man den Lauf des Punktes
bei einer beliebigen Brachistochrone nur bis ins Minimum der Kurve betrachtet.)

R
T=m|— 18
9

Nun hangt die Laufzeit gar nicht mehr von der Starthéhe a ab! Diese Eigenschaft des
Halbbogens der Zykloide wird als Tautochronie bezeichnet. Dazu gibt es viele einprdgsame
Videodemos im Internet.

Die Brachistochrone als Kurve geringster Durchlaufzeit gilt im vorliegenden Fall aber
ausschlielich fir den Weg vom Startpunkt (0, 2R) zum Zielpunkt (TR, 0). Fir die anderen
Punkte gilt wie berechnet die Tautochronie. Die Kurve stellt fur diese Punkte aber nicht die
Kurve der kurzesten Durchlaufzeit bis zum Zielpunkt dar, ist also fur diese keine
Brachistochrone.

Das erkennt man bereits daran, dass die Ableitung in Startpunkten mit h < 2R betragsmafig
immer kleiner wird, je naher man dem Ziel kommt. Bei einer Brachistochrone ist die
Anfangsableitung dagegen immer -«<. Die Brachistochrone beginnt daher immer mit einem
differentiell kleinen Stiick freien Falls.

Die folgende Abbildung zeigt die Brachistochrone der Aufgabenstellung (Starththe
Brachistochrone = 2R) und zum Vergleich die Brachistochrone fiir eine Starthéhe h=R. Die
zeigt die typische Unterschreitung des 0-Nivaus (negative y-Werte). Tatsachlich ergibt sich
eine geringere Durchlaufzeit als beim Start aus der Hohe 2R.
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2R A
Brachistochrone firA = B
m Tautochronie:
A c Durchlaufzeiten T(A—=>B) = T(C=>B)

L J

\—__//|
K Brachistochrone fiir C > B TR
Durchlaufzeiten T(C2>B) < T(C=>B)

Abbildung 11: Brachistochrone und Tautochronie

Man erkennt an der Darstellung ebenfalls, dass von der Brachistochrone von C nach B mehr
als ein Halbbogen der zugrunde liegenden Zykloide verwendet wird.

5 Ndherung der Brachistochrone via EXCEL-Solver

5.1 Modell mit n Strecken
Wir wollen jetzt die Verbindung zwischen den Punkten A = (0, h) und B = (w, 0) durch n
Strecken variabler Lange L« annéhern - Abbildung 12.

Wir lassen bei der folgenden Berechnung mit EXCEL-Solver sowohl die-Koordinaten als
auch die y-Koordinaten der Streckenpunkte variabel. Nur den Start- und den Zielpunkt geben
wir mit (0, h) und (w, 0) fest vor. Die Geschwindigkeit an jedem Punkt ergibt sich aus dem
Energiesatz:

v =+2-g-(h—yo

Wahrend wir bei der Ableitung des Brechungsgesetzes nach Snellius (Abbildung 2) eine
konstante Geschwindigkeit innerhalb einzelner y-Bereiche vorgegeben hatten, missen wir
hier davon ausgehen, dass sich die Geschwindigkeit entlang der Strecke k &ndert.
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Abbildung 12: Mégliche Verbindung von Start und Ziel Gber n Strecken

Da es sich um eine gleichmafiig beschleunigte Bewegung (schiefe Ebene) handelt, kann
man die Durchlaufzeit T fur die Strecke Lk einfach tber die mittlere Geschwindigkeit
ausrechnen:

Ly

(vk_ 12+ vk)

T, = 19

Gleichung (19) ergibt sich aus den Gleichungen flr die Bewegung auf der schiefen Ebene,
wobei gr die Tangentialkomponente der Erdbeschleunigung ist.

Aus dem v-t-Gesetz erhalt man einen Ausdruck fur die Geschwindigkeitsdifferenz, den man
in das s-t-Gesetz einsetzen kann:

Vg =Vg_1+gr Tk = gr Tk =V — Vgq

Lk=17k_1'Tk+g—T'Tk2 =Uk_1'Tk+

Vi — Vg— V1tV
- (Vi kl)‘Tk:(kl k)_Tk

2 2

Wir erwarten, dass die Losung der aufzustellenden Gleichungen mit EXCEL-Solver eine
solche Anordnung der n Strecken ergibt, die sich fir steigendes n der zu h und w passenden
Brachistochrone immer mehr annéhert.
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5.2 EXCEL-Sheet fiir Solver

Das EXCEL-Arbeitsblatt fur Solver (hier am Beispiel fur n=3) enthalt in den ersten 12 Zeilen
die Achsenabschnitte h und w sowie die daraus berechneten Daten fir die Brachistochrone.
Insbesondere werden zur Prifung auch die Langen der direkten Verbindung und die Lange
der Brachistochrone nach Gl. (16) angegeben.

A B C D E F G
1 |Daten der Brachistochrone
2 |h 5
3w 15
4 |eta=w/h 3
5 |phi-w 4,0516284
6 R 3,0984358
7 |Omega 1,7793577
3 [t-w 2,2770174
9 In 3
10 |g 9,81

11 | L-direkt 15,811388
12 |L-Brach 17,840525
13

14 |Daten der n Strecken

15 |k xk vk vk-Ende Lk Tk cos(al)/v

16 0  0,00000 5,00000 0,00000

17 1 5,00000 3,20000 5,94273 5,21413  1,78845 0,31665
18 2 10,00000 1,60000 8,18750 5,24976 0,74411 0,13500
19 3 15 0,00000 9,90454 5,24976 0,58098 0,10540
20 3,11354

~a

Abbildung 13: EXCEL-Arbeitsblatt flir n=3 Strecken vor der Berechnung

Danach folgen zeilenweise die Daten fir die Strecken. In den Spalten xx und yx stehen die x-
und die y-Koordinaten. In die griin gezeichneten B- und C-Felder werden am Anfang
(sinnvolle) Startwerte eingetragen. Die Koordinaten des Startpunktes (k=0) und des
Endpunktes (k=3) werden fest aus den Achsenabschnitten der Brachistochrone
Ubernommen. Nach erfolgreicher Berechnung stehen in den griinen Feldern die Koordinaten
der optimierten Strecken.

In den folgenden Spalten stehen die Rechenwerte fir vk (Geschwindigkeit im Punkt k
entsprechend Energiesatz), fur die Streckenlange Lk und letztlich fir die Durchlaufzeiten Ty
der Strecken. Nebenbedingungen gibt es in diesem Fall nicht.

In F20 steht die Gesamtdurchlaufzeit, die von EXCEL-Solver zu minimieren ist.

Wenn EXCEL ein Ergebnis berechnen kann, dann sollten in der letzten Spalte tberall
derselbe Wert stehen.

Im Dialogbild des EXCEL-Solver sieht man die o0.g. Felder als Zielfeld und als
Variablenfelder. Das Zielfeld F20 muss zwingend eine Formel enthalten. Die Variablenfelder
mussen sinnvolle Startwerte enthalten.
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Solver-Parameter x

Ziel festlegen: SFs2q| +
Bis: ) Max, ® Min, O wWert: o

Durch Andern von Variablenzellen:

SBS17:5C518 +

Unterliegt den Nebenbedingungen:

Hinzufigen

Andern

Ldschen

Alles zuricksetzen

Laden/Speichern

|:| Micht eingeschrankte Variablen als nicht-negativ festlegen

Lasungsmethode | GRG-Nichtlinear o

" Optionen
auswahlen:

Lasungsmethode
Wihlen Sie das GRG-Nichtlinear-Modul flr Solver-Probleme, die kontinuierlich nichtlinear sind.

Wahlen Sie das LP Simplex-Modul fOr lineare Solver-Probleme und das EA-Modul far
Solver-Probleme, die nicht kontinuierlich sind.

Abbildung 14: Dialogfeld von EXCEL-Solver mit Zellbeziigen fiur Zielfeld und Variablenfeldern

Wenn der Solver mit den Startwerten eine Losung gefunden hat, dann erscheint das
folgende Dialogfeld:

Solver-Ergebnisse >

Solver hat eine Lésung gefunden. Alle
Nebenbedingungen und Optionen wurden eingehalten.Berichte

@_ olver-L@sung akzeptieren Sensitivitat
Grenzwerte
0 Urspringliche Werte wiederherstellen
[ zZuriick zum Dialogfeld "Solver-Parameter” [ Gliederungsherichte

OK Abbrechen Szenario speichern..

Solver hat eine Losung gefunden. Alle Nebenbedingungen und Optionen wurden eingehalten.

Wenn das GRG-Modul verwendet wird, hat Solver mindestens eine lokal optimale Lisung
gefunden. Bei Verwendung von Simplex-LP hat Solver eine global optimale Lisung gefunden.

Abbildung 15: Dialogfeld von EXCEL-Solver zu Ergebnissen

Akzeptiert man die Losung, so wird sie in das Zielfeld, geschrieben, die optimalen Parameter
stehen in den Variablenfeldern. Die Nebenbedingungen sind dann = 0.
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A B i D E F G H

1 |Daten der Brachistochrone
2 |h 5
3 |w 15
4 |eta=w/h 3
5 |phi-w 4,0516234
6 (R 3,0984358
7 |Omega 1,7793577
8 |t-w 2,2770174
3 n 3
10 |g 9,81

11 |L-direkt 15,811388
12 |L-Brach 17840525
13

14 |Daten der n Strecken

15 |k xk vk vk-Ende Lk Tk cos(al)/v

16 0 0,00000 5,00000 0,00000

17 1 093416 2,39435 7,15002 2,76804 0,77427 0,09440
18 2 698203 -1,21513 11,04268 7.04308 0,77428 0,09440
19 3 15 0,00000 9,90454 8,10952 0,77428 0,09440
20 2,32283

21

Abbildung 16: EXCEL-Arbeitsblatt fiir n=3 Strecken nach der erfolgreichen Berechnung

Falls man ein Diagramm zum Verlauf der berechneten Brachistochrone und ihrer linearen
N&aherung haben mochte, so kann man die Diagrammdaten unterhalb der Streckendaten
erzeugen.

5.3 Ergebnisse

Wir wahlen hier mit h=5 und w=15 bewusst eine Seitenverhaltnis von n=w/h=3 > 11/2 aus,
damit es zu einer Unterschreitung des 0-Niveaus kommt. Wir kbnnen damit prifen, ob die
lineare Naherung auch negative Neigungen der Teilstrecken richtig berechnet. Alle Ladngen
(h, w, R, X, y) geben wir in Meter (m) an, alle Zeiten in Sekunden (s). Die Einheit fur die
berechneten Geschwindigkeiten ist dann m/s.

Wir berechnen die lineare Naherung fir n=3, n=5 und n=10 Strecken.

Die Lange der direkten Verbindung betragt:
Lp =+/52 4+ 152 = 15,811
Die Lange der Brachistochrone berechnen wir nach Gl. (16):

(1-cos (%))

s = 4h: (1 — cos(gow))

= 17,841
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5.3.1 3 Strecken

Es ist deutlich zu sehen, wie die drei Strecken ,versuchen®, der Brachistochrone
nahezukommen. Die Unterschreitung des 0-Niveaus wird erkannt. Die letzte Strecke hat
einen negativen Neigungswinkel.

Brachistochrone (h=5, w=15) - Lineare Approximation n=3

—— Brachistochrone: T = 2,277
Lin. Approximation: T =2,323

Abbildung 17: Approximation einer Brachistochrone durch 3 Strecken.

Lange der linearen Néaherung: 17,921 (= + 3%o zur Brachistochrone)
Laufzeit der linearen Naherung: 2,323 (=+2,2% zur Brachistochrone)

5.3.2 5 Strecken
Die Naherung ist deutlich besser als im Fall n=3; entsprechend verkdrzt sich die Laufzeit.

Brachistochrone (h=5, w=15) - Lineare Approximation n=5

3 \ ——Brachistochrone: T = 2,277

Lin. Approximation: T = 2,293

Abbildung 18:Approximation einer Brachistochrone durch 5 gleichlange Strecken

Lange der linearen Naherung: 17,871 (= + 1,7%o zur Brachistochrone)
Laufzeit der linearen Naherung: 2,293 (= +7%o zur Brachistochrone)
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5.3.3 10 Strecken
Die Naherung ist ausgezeichnet; entsprechend ist die Naherung optisch kaum noch von der
Brachistochrone zu unterscheiden.

Brachistochrone (h=5, w=15) - Lineare Approximation n=10

Brachistochrone: T= 2,277

Lin. Approximation: T= 2,281

Abbildung 19: Approximation einer Brachistochrone durch 10 gleichlange Strecken

Lange der linearen Néaherung: 17,852 (= + 1,0%o zur Brachistochrone)
Laufzeit der linearen Naherung: 2,293 (= +1,7%o zur Brachistochrone)

6 Einbeziehung realer Bedingungen:

6.1 Rollender Korper mit Trigheitsmoment ]

Die Annahme eines reibungsfrei gleitenden Korpers ist eine starke ldealisierung. Die
Gleitreibung wird in praktischen Versuchen kaum, oder nur bei stark abfallenden Bahnen, bei
denen die Normalkomponente sehr klein ist, zu vernachléassigen sein.

Deshalb geht man in Versuchen meist zu rollenden Kdrpern iber, deren Rollreibung
tatséchlich oft vernachlassigt werden kann. Allerdings nehmen rollende Korper eben auch
Rotationsenergie auf. Man muss in diesem Fall in Abbildung 1 mit folgender Energiebilanz
rechnen:

m J
Wpot:Wkin‘l'Wrot m'g'y=?v2+§w2 20

Dabei bedeutet w die Winkelgeschwindigkeit des rollenden Korpers um seine
Schwerpunktsachse, r ist der senkrechte Abstand des Schwerpunktes von der Kurve. Der
Schwerpunkt bewegt sich mit v, also gilt fur die Winkelgeschwindigkeit w=v/r.

Damit kann man Gl. (13) so schreiben:

g m

m 2
> 'y=m'geff'y=?v 21

m.g.yzz

v2<1+ ) = m-

m-r
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Die letzte Gl. Bedeutet, dass man an Stelle der Rotationsenergie mit einem verringerten,
effektiven g rechnen kann. Die Tabelle zeigt Werte fir einige Korper.

Hohlzylinder (m, r) Vollzylinder (m, r) Kugel (m, r)
Tragheitsmoment o, _r o, 2,
] =mr ] = > mr ] = z mr
Effektives g
g 2 5
Beff =7 ] 28 38 78
(1+==)
m-r

Wie bereits weiter vorn bemerkt, &ndert ein verandertes g nichts an der Bahn der Zykloide.
Nur die Laufzeit andert sich entsprechend.

BEACHTE:

Die Brachistochrone beginnt stehts mit einer negativ unendlichen Ableitung.

dy
.~ (dyy _de  —sin(e)
Feg = (&) B E_ 1 — cos()
de
F0) = tim (o ) gy (=2 ) = i ()= -
¢-0\1 — cos(p) @=0\ 4 _ a _cp;) e-0\ @
2

Jede Brachistochrone (unabhéngig von h und w) beginnt also mit einem kleinen Stiick quasi
freien Falls. Beim freien Fall wird ein rollender Kérper aber keine Rotationsenergie
aufnehmen, da ihm dazu die notwendige Reibung fehlt (Normalkraft zur Kurve ist minimal).
Erst auf der flacher werdenden Bahn wird die Kugel beginnen, sich zu drehen. Daher wird
man bei Versuchen mit einer Kugel, die oben auf einer Brachistochrone startet, immer
kirzere Durchlaufzeiten messen als man berechnet hat.

6.2 Gleitreibung

Es ist verstandlich, dass die Einbeziehung der Reibung die Verhéaltnisse deutlich kompliziert.
So kann es passieren, dass der Kérper u.U. gar nicht am Endpunkt ankommt, weil ihn die
Reibung vorher vollstdndig abbremst.

6.2.1 Reibungskraft in EXCEL-Solver beriicksichtigen

Wir beziehen uns auf Abbildung 12,wo wir die Geschwindigkeiten am Anfang und am Ende
der approximierenden Strecken Uber den Energiesatz berechnet hatten. Bei der
Einbeziehung der Rotationsenergie war dieses Verfahren ebenfalls anwendbar, da auch die
Rotationsenergie letztlich nur von y abhing.

Wenn wir nun die Reibung bericksichtigen wollen, so haben wir fir die Reibungsenergie
(zun&chst) keinen Ausdruck, den wir zur Energiebilanz von Gleichung (20) hinzufigen
kénnten. Wir gehen deshalb auf die Kréfte zurtick, die auf einer geneigten Ebene (Strecke)
auf einen Massepunkt wirken - Abbildung 20.

Wenn man nur die tangentiale Beschleunigungskomponente der Schwerkraft zur
Berechnung der Laufzeit Gber eine Strecke verwendet und die Normalen-Komponente dabei
nicht betrachtet, dann bekommt man die Ergebnisse nach dem Energiesatz. Die tangential
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wirkende Reibungskraft ist der Normalen-Komponente der Schwerkraft Giber den
Reibungskoeffizienten p proportional.

A

\ L = /G — X-1)? + (7 — Yi-1)?

v :Vk—l'TkJr%'TlE

; 2
S k-1 Vg1t Vi T 2081 Ly
' T=

’ gr
Ye-1pb-oooo-o an

gT= 8" (sin(ak) —u- cos(ak))

Yk 4-------

B il re

A J

>
T
-

Xk

Abbildung 20: Einbeziehung der Reibung in die lineare Approximation der Brachistochrone

gr = g (sin(ay) — u - cos(ay)) 22

Wir gehen davon aus, dass die Winkel ax im Intervall [-11/2, +11/2] liegen. Der cos ist in
diesem Intervall immer positiv, die Reibungskraft wirkt daher wegen des Minuszeichens
immer entgegen der Geschwindigkeit und verringert diese. (Auch bei negativen Winkeln gibt
es eine positive Geschwindigkeit in Richtung x, anderenfalls kann der Endpunkt nicht erreicht
werden. Bei der Hangabtriebskraft entsteht fir positive Winkel eine Beschleunigung, fur
negative ebenfalls eine Bremsung.

Diese Gleichung kénnen wir in das EXCEL-Solver-Sheet einsetzen, missen aber noch
beachten, dass die Eintrittsgeschwindigkeit in eine Strecke nun nicht mehr direkt Giber den
Energiesatz berechnet werden kann, denn es geht ja Energie Uber die Reibung verloren. Wir
erweitern daher das EXCEL-Sheet um eine Spalte fiir den Neigungswinkel und eine weitere
Spalte fir die Tangentialbeschleunigung. Der Rechengang fur die Strecken verlauft so:

e Eigene Startwerte (manuell) bzw. Zwischen-Rechenwerte (EXCEL-Solver) fur die
Koordinaten der Punkte vorgeben

e Lange und Steigungswinkel der Strecken aus den Koordinaten berechnen

¢ Eintrittsgeschwindigkeit der Strecke k ist Austrittsgeschwindigkeit von Strecke (k-1).
Anfangswert: v=0

e Tangential-Beschleunigung aus Winkel und Reibungskoeffizient berechnen

e Laufzeit fir Strecken berechnen

Wenn Lk und vi1 und gr bekannt sind, dann kann man Ty aus der Bewegungsgleichung
berechnen:
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—Vi_q + \/Vﬁ_l +2-gp- Ly

8T

Lkzvk_l-Tk+g2—T-Tlf = Ti=

Vi = Vi1 + 81 Tk

Die folgenden beiden Diagramme zeigen den Verlauf fur 3 Strecken — einmal ohne Reibung
und einmal mit einem Reibungskoeffizienten 0,3333.

Brachistochrone (h=5, w=15) - Lineare Approximation n=3, Reibungskoeff. u=0

—— Brachistochrone: T = 2,277
Lin. Approximation: T = 2,323

Abbildung 21: Approximation der Zykloide (h=1, w=3) durch n=3 Strecken, keine Reibung

Abbildung 21 zeigt zum Vergleich und zur Uberprifung der veranderten Rechnung tber die
Kréafte noch einmal das Ergebnis fiir 3 Strecken ohne Reibung. Es entspricht genau den
Ergebnissen nach dem Energiesatz (Abbildung 17).

Brachistochrone (h=5, w=15) - Lineare Approximation n=3, Reibungskoeff. u=0,3333

—— Brachistochrone: T= 2,277

Approximation: T = 3,244

Abbildung 22:Approximation der Zykloide (h=5m, w=15m) durch n=3 Strecken, Reibungskoeffizient y=0,3333
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Die Kurve mit Reibung weicht deutlich von der Zykloide ab. Vielleicht hatte man erwartet,
dass es im Falle der Reibung keine Unterschneidung (keine negativen y-Werte) gibt, da eine
ansteigende Strecke mit Reibung ja zu einer starken Abbremsung und damit zu einer grof3en
Laufzeitverlangerung fuhren konnte. Das ist nicht der Fall, sondern im Gegenteil: die
Unterschneidung ist deutlich gré3er als im reibungslosen Fall. Das kann man anhand der
Daten der einzelnen Strecken erklaren:

A B C D E F G H |

1 |Daten der Brachistochrone Daten der direkten Verbindung
2 |h 5 alpha-dire 0,321751

3 |w 15 g-direkt 0,00031

4 |eta=w/h 3 T-direkt 319,2754

5 |phi-w 4,0516284

6 R 3,0984358

7 |Omega 1,7793577

8 [t-w 2,2770174

9 |n 3

10 |g 9,81

f—y
s

L-direkt 15,811388
12 |L-Brach 17840525
13 |mi-Reib 0,3333
14

15 |Daten der n Strecken

16 |k xk vk alpha-k Lk g-tang vk Tk cos{al)/v
17 0 0,00000 5,00000  0,00000 0,00000

18 1 1,0425%4 -0,13428 7851704 5,23914 B,96278 9,69095 1,08124 0,04108
19 2/ 10,99419 -3,50001 1868661 10,50503 0,04573  9,74040  1,08125  0,09750
20 3 15 0,00000 -41,14482 5,31945 -B,91686 0,09905 1,08125 0,15307
21 21,0636 3,24374

27

Abbildung 23: Solver-Ergebnisse bei n=3, Reibungskoeffizient 0,3333

Die erste Strecke verlauft mit 78°extrem steil, was zu einer starken Beschleunigung und
damit zu einer hohen Geschwindigkeit von 9 m/s am Ende der ersten Strecke fiihrt, da die
antreibende Tangentialkomponente sehr grol3, die abbremsende Reibungskomponente aber
sehr klein ist. Dementsprechend grol} ist die effektive Erdbeschleunigung in Spalte F.

Bereits auf der zweiten Strecke, die mit 18 “ebenfalls nach unten geneigt ist, gewinnt der
Kdrper aufgrund der Reibung nur noch geringfligig an Geschwindigkeit dazu, da die effektive
Erdbeschleunigung zwar noch positiv, aber nahe bei Null ist.

Auf der letzten, mit 41 ° steil ansteigenden Strecke verliert der Kdrper fast seine gesamte
Geschwindigkeit und ,kriecht* nur noch mit 9 cm/s ins Ziel. Die Laufzeit ist mit 3,244 s um
fast 40% hoéher als die der reibungsfreien Zykloide. Auf der direkten Verbindung wirde der
Kdrper mit Reibung aber immerhin 319 s (also tber 5 Minuten!) brauchen, da die Neigung
nur minimal gréRer als die Grenzneigung ist, die sich aus dem Reibungskoeffizienten ergibt.
Die Daten der direkten Verbindung wurden zusatzlich oben im Sheet angegeben.

Der Neigungswinkel der direkten Verbindung von A nach B ist im Beispiel minimal grof3er als
der Grenz-Neigungswinkel, bei dem der Kérper unter Reibungseinfluss zu rutschen beginnt:

t ()—h— > —1> = 0,3333

MO =G T3 7T
Bereits fur y=0,3334 wirde der Korper auf direktem Weg gar nicht mehr ins Ziel rutschen, da
sich Hangabtrieb und Reibung gerade aufheben.
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8 Anhang

8.1 EXCEL-VBA-Funktion zur Berechnung des Walzwinkels
Die folgende Funktion ermittelt den Walzwinkel in Abhangigkeit vom Achsenverhaltnis n=w/h
Uber eine wiederholte Intervallhalbierung.

Sie kann in das EXCEL-Solver-Sheet eingesetzt werden.

Function fO0 (ByVal phi As Double, ByVal eta As Double) As Double
f0 = phi - Sin(phi) - eta * (1 - Cos(phi))
End Function

Function phi von eta(ByVal eta As Double) As Double
Dim phi unten, wert unten As Double

Dim phi oben, wert oben As Double

Dim phi neu, wert neu As Double

phi unten = 0.001
wert unten = f0(phi unten, eta)

phi oben = 2 * Application.WorksheetFunction.Pi ()

wert oben = f0(phi oben, eta)

Do
phi neu = (phi unten + phi oben) / 2
wert neu = f0(phi neu, eta)

If wert neu < 0 Then
phi unten = phi neu
Else
phi oben = phi neu
End If

If Abs(wert neu) < 0.0000001 Then
Exit Do
End If

Loop

phi von eta = phi neu

End Function
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8.2 Ableitung der Energieformel fiir die Reibung
Zunachst berechnen wir die von der Schwerkraft an einen Korper Ubertragene Energie, wenn
dieser reibungsfrei die Kurve y(x) heruntergleitet.

- — X2
W:f G-ds:f G-cos(B)-y/1+y'?-dx
s Xq

Fir den Winkel B, den die Schwerkraft (das Gewicht) und das Kurvenelement ds
einschliel3en, gilt:

tan() Y
J1+tan2(a) /14y

o Tt o 3
B—E—a =>cos(§—a)—sm(a)—
Damit wird fur W:

X2

Xo yl X2
Mpor =m-g- 1+y’2-dx=f y' rdx=m-g-y(x)
X

X1 /1+y12 1 X1

AWpot = m- g (y(X2) —y(x1)) =m-g- Ay

X

dx

[
|
I
dW=+=m-g-ds-cos(f)=m-g- ,1+y’2-sin((r)-dx

dW = =m-g-y -de=m-g-dy

I
I
I
I

y |- ----- === == -—m——-———gm——-—----

Yy E

Das wiederholt nur die hinlanglich bekannte Tatsache, dass die Anderung der potenziellen
Energie, die bei Reibungsfreiheit vollstdndig in Bewegungsenergie umgesetzt wird, nicht von
der Form der durchlaufenen Kurve, sondern nur von der Héhendifferenz abhangt.

Bei der bremsenden Reibungskraft haben wir den Fall vor uns, dass diese von der
Normalen-Komponente der Gewichtskraft abhéngt. So wie die Kurve y(x) ihre Steigung
andert, so andert auch die Reibungskraft Ihren Betrag. (Steile Kurve = geringe Normalen-
Komponente = geringe Reibung, flache Kurve = hohe Normalen-Komponente = hohe
Reibung). Dabei ist die Reibungskraft immer parallel zu dem Kurvenstiick ds, ihm aber

entgegengerichtet:
AWReisz FR-ds=j Fy /1+y'2-dx
X X

1 1
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prmg _mHmg
2
\/1+tan (a) J1+y,z

Fr=pu-m-g-cos(a) =

Also:
x5 /1+y’2 Xy
AWgeip = p-m- g —'dx=#'m'g'f lrdx=p-m-g-(x —x1)
X1 ’1+y12 X1
=u-m-g-Ax
X X
L odx : -
! 1
! 1
i dW=Fg-ds=p-m-g-cos(a) 1-~—y’2 dx
: |
! |
: P pemege [14y?dx
' dw + =p-m-g-dx
£ | ! 2
KN : ! 1+y’
. 1 |
A A SRR
a /' tan(a) =y Gy = G- cos()
dy “ l
. (o) — 1 1
WV ST P, cosla) ~ - T F———
N " J I Ftan® () 11y”?
™ \\1/\
\\ J
[N K
\\1: y""_
G:ﬁ].g Q"‘}' y(x}
Yv

Die von der Schwerkraft als Reibungsenergie (Warme) abgegebene Energie hangt
ausschlieBlich von der horizontalen Entfernung ab.

Insgesamt teilt sich der Verlust an potenzieller Energie auf in Reibungsenergie und
kinetische Energie:

AWpot + AWReip + AWgin = 0

m
m-g-Ay+u-m-g-Ax+§V2=0
Mit

Ay=y,—y;=y—h=—(h—-y) und Ax=x—-0)=x

v=ym-g-(h—y—pux)

Mit dieser Gleichung kénnen wir in die Euler-Lagrange-DGL hineingehen.
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