Permutationen mit Fixpunkten und ohne Fixpunkte
Dr. Ulrich Mende
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1 Vorbemerkungen

Der Begriff der Permutationen gehdort zu den Grundlagen der Kombinatorik. Permutationen
sind Vertauschungen in der Reihenfolge von Objekten, ohne dass deren Anzahl dabei
geadndert wirde.

Hier geht es um eine bestimmte Eigenschaft von Permutationen, namlich darum, ob bei den
Vertauschungen alle Objekte ihren Platz in der Reihenfolge andern, oder ob einige an ihrem
Platz bleiben. Diejenigen Platze in der Reihenfolge, auf denen das Objekt bei der
Vertauschung (der anderen Objekte) stehen bleibt, nennt man ,Fixpunkte“ der
Permutationen. Wie bekannt kénnen n Objekte n! unterschiedliche Permutationen haben.
Unter diesen befinden sich solche ohne Fixpunkte( = fixpunktfreie Permutationen), solche mit
einem Fixpunkt mit zwei Fixpunkten usw. und auch eine Permutation (die initiale), die genau
n Fixpunkte hat, bei der also gar nichts vertauscht wurde.

In der Literatur zu diesem Thema tritt der Begriff ,Derangement” (deutsch: Stérung) auf. In
diesem Sinne ware eine fixpunktfreie Permutation ein vollstandiges Derangement. Nicht
fixpunktfreie Permutationen werden dann als partielle Derangements bezeichnet.

Typische Aufgabenstellungen:

6 Ehepaare besuchen einen Tanzkurs. Es wird beschlossen, dass die Paare stets gemischt
werden, dass also Ehepartner nie miteinander tanzen sollen. Wie viele Mdglichkeiten der
Paar-Kombination gibt es dazu? (Das ist die Frage nach der Anzahl der fixpunktfreien
Permutationen fiir n=8.)

Ein Patient scheint farbenblind zu sein, will das aber nicht wahrhaben. Als Test soll er 8
verschiedenfarbige Kugeln in 8 entsprechend gefarbte Kasten einsortieren. Er erreicht dabei
5 richtige Zuordnungen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist dieses Ergebnis ein Zufall?
(Diese Frage kann mit der Verteilung der Fixpunkt-Anzahl geldst werden).

2 Fixpunktfreie Permutationen, Subfakultaten

2.1 Zurlckfihrung auf Mengenoperationen

Wir betrachten n unterschiedliche Elemente, die insgesamt in n! Permutationen angeordnet
werden kénnen. Da wir Permutationen zéhlen und gruppieren werden, ist der Ereignisraum
Q(n) die Menge aller n! Permutationen.

Wir erklaren im Folgenden die Zusammenhange fir n=4.
Q(4)={1234,1243,1324,1342,1423,1432, 2134,2143,2314,2341,2413,2431,

3124,3142,3214,3241,3412, 3421, 4123,4132,4213,4231,4312,4321}
[Q(4)|=4!=24

Wir definieren n Mengen A; so, dass sie jeweils alle diejenigen Permutationen enthalten, bei
denen das i-te Element fix ist.

BEACHTE:

Das bedeutet nicht, dass in den Permutationen neben dem explizit fixierten Element nicht
weitere Elemente fix sein kdnnen. A; heil3t demnach nicht, dass die in dieser Menge
enthaltenen Permutationen genau 2 Fixpunkte haben, sondern dass mindestens das
Element 2 fix geblieben ist!

A={l1234, 1243, 1324, 1342, #1423, 1432} alle Permutationen mit Fixelement 1
A={1834, 1843, 3814, 3B41, 4813, 4831} alle Permutationen mit Fixelement 2
As={1284, 1482, 2184, 2481, 4182, 4281} alle Permutationen mit Fixelement 3
A.={1230, 1328, 2130, 231M, 3128, 321 alle Permutationen mit Fixelement 4
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|As|=|Az|=|As|=|As|=6

Das jeweils namensgebende Fixelement ist in allen Permutationen rot gekennzeichnet.
Daneben gibt es aber in den meisten Permutationen noch weitere Fixelemente. Diese
wurden grau gekennzeichnet. Das bedeutet, dass die definierten Mengen nicht disjunkt sind.
Die zur Tragermenge Q fehlenden Permutationen sind gerade die, die keinerlei Fixelemente
haben.

Mit ein wenig Mihe kann man die 9 fixpunktfreien Permutationen fir n=4 manuell ermitteln;
Arei ={2143, 2341, 2413,3142, 3412, 3421, 4123, 4312, 4321} |Afei|=9

Ziel ist es nun, aus den Mengen A; die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen zu
berechnen. Wir wissen, dass in den Mengen A alle Permutationen enthalten sind, die
wenigstens ein Fixelement haben. Allerdings sind die Permutationen — wie man sich leicht
Uberzeugt — in den Mengen mehrfach enthalten. Die Machtigkeit der echten
Vereinigungsmenge der A;, in der keine Elemente doppelt gezahlt werden, gibt uns daher die
Menge aller Fix-Permutationen.

Nach dem Additionssatz fur Wahrscheinlichkeiten bzw. Machtigkeiten von Mengen [Mende]
lasst sich die Machtigkeit einer Vereinigungsmenge Uber alle méglichen Kombinationen von
Mengendurchschnitten berechnen. Im Fall n=4 sieht das so aus:

4

s

i=1

n

= |A,UA,UA5U4,| = Z(_l)(k—l) S,

k=1

S1=+(A] + |1Az] + |Az] + [ALD)

S, = —(lA; nAz| + [Ag NAz| + |A; N Ayl + |Ay N Ag| + |4, N Ayl + [A3 N AL
Ss=+(A1NA; NA;| + A1 NA, NAL + AL NA3 N AL+ |A, N A3 N A,
Sa=—|A N Ay NAs N A,

S, erfasst alle Selbst-Durchschnitte, S, alle 2er-Duchschnitte, Ss alle 3-er Durchschnitte und
S4 den einzig mdglichen 4-er Durchschnitt.

2.2 Berechnung der k-fachen Durchschnittsmengen
Berechnung der Selbst-Durchschnitte S; (k=1)

S; wird aus den 4 gleichgroBen Mengen Ai..A4 gebildet. In jeder Menge wird genau ein
Element aus n=4 Elementen ausgewahlt. Die restlichen (n-k) = 3 Elemente werden frei
permutiert. Das gibt:

S, = (Z)-(n—k)!=:—:=4!=24

Berechnung der Zweifach-Durchschnitte S, (k=2)
Hier missen wir die paarweisen Durchschnitte bilden:

S; = A1 N Azl + [Ay 0 Az| + [Ag N ALl + A, N A3 + |4z N ALl + |A3 N Ayl

= |{1234,1243 }| + |{ 1234,1432}| + |{1234,1324}| + |{ 1234,1324}| + |{ 1234,3214}]

+1{1234,2134 }|

=6-2=12
Es gibt allgemein (}) solche Paarungen, in diesem Fall also (}) = 6. In jeder Paarung
werden genau 2 Elemente, die gerade den Indexwerten der geschnittenen Mengen
entsprechen, festgehalten. Die anderen (n-k)=2 Elemente kénnen frei permutieren, wofir es
(n-k)! Moglichkeiten gibt.

Also gilt auch fur k=2 dieselbe Formel, die nun aber andere Werte als bei k=1 liefert:
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n! 4l

SZ=()(n—k)' == 12

Berechnung der Dreifach-Durchschnitte S; (k=3)
Jetzt mussen alle 3er-Durchschnitte gebildet werden, bei denen jeweils k=3 Elemente aus
n=4 Elementen ausgewahlt und festgehalten werden.

S3=1A1NA; NA;| + AL NA; NAL + A1 NA3 N AL+ |A; N A3 N Ayl
= |{1234}] + |{1234}] + |{1234}] + |{1234}]| =

Dafiir gibt es wieder (2) Méglichkeiten, Das restliche Element kann ,frei“ permutieren, hat aber
nur eine Moglichkeit: (n-k)!=1!=1.

Also gilt auch hier:

5= () r-r=t =2

Dass die 3er-Durchschnitte alle gleich sind, ist klar, denn wenn man 3 Elemente von n=4
Elementen festhalt, dann ist auch das 4. Element automatisch fix. Und das bedeutet bei n=4
alle Elemente sind fix.

Berechnung der Vierfach-Durchschnitte Sy (k=4)

Hier ist nur ein Durchschnitt mdglich:
Auch hier gilt die allgemeine Formel:

4.!

S, = (Z)-(n—k)!:n: ==

Mit den Summen S; bis S, berechnen wir die Machtigkeit der Vereinigungsmenge so:
|A1UA2UA3UA4| == Sl _52 +S3 _54, == 24 - 12 + 4‘ - 1 == 15

Das stimmt mit der Anzahl der vorher bereits ermittelten 9 freien Permutationen tberein, da
sich zusammen gerade 24 = 4! Permutationen ergeben.

2.3 Verallgemeinerung
Die Summe Sy qilt fuir jedes n>1 und jedes k 1<=k<=n:

Sk=(:)-(n—k)!=% 1

Damit wird die absolute Gesamtanzahl von Permutationen mit mindestens einem Fixpunkt
unter allen n! Permutationen der n Elemente:

B YRS, Y

Die Zahl der fixpunktfreien Permutationen, die meist mit d» bezeichnet wird, ist dann:

fo =
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o (D
dy=n=nl-fy=nl-{1- ) ——

)=m

k=1

Diese Anzahl d, der fixpunktfreien Permutationen wird auch als Subfakultat !In bezeichnet.

[WiKi Subfakultat]

Fur die Wahrscheinlichkeit von P(n) fixpunktfreier Permutationen muss man einfach durch

die Gesamtanzahl der n! Permutationen dividieren:

n O EDE 1111 1
P=0= L st a sty 3
k=0
Nun benutzen wir die Reihenentwicklung der e-Funktion fir x=-1
e x xtox® 42 L, 1 1 1 1 1
e —1+E+E+§+E+ = e —E—Z—aﬁ'a—aﬁ'"'
und bekommen einen Grenzwert fur pn:
1
lim P(n) = — 4
n—-oo e
Hier einige Werte von In, n! sowie P(n) und 1/e im Vergleich.
n In =dhn n! P(n) |P(n)-1/e|
Elemente- Subfakultat = Fakultat Wahrscheinlichkeit | Abweichung vom
Anzahl Anzahl fur Permutationen Grenzwert
Permutationen ohne Fixpunkte 1/e=0,367.879
ohne Fixpunkt
1 0 1 0 1,000.000
2 1 2 0,500.000 0,132.121
3 2 6 0,333.333 0,034.546
4 9 24 0,375.000 0,007.201
5 44 120 0,366.666 0,001.213
6 265 720 0,368.055 0,000.176
7 1.854 5.040 0,367.857 0,000.022
8 14.833 40.320 0,367.881 0,000,002
9 133.496 362.880 0,367.879 0.000.000
10 1.334.961 3.628.800 0,367.879 0,000.000
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3 Rekursive Berechnungsformel der Subfakultat

Ahnlich wie bei der normalen Fakultat oder den Binomialkoeffizienten gibt es auch bei den
Subfakultaten rekursive Berechnungsformeln. (Aus Griinden der besseren Lesbarkeit
schreiben wir fir 'n im Folgenden SF(n))

SF(n) = (n—1) - (SF(n — 1) 4+ SF(n — 2)) SF(n) =n-SF(n—1) + (-1)" 5

Die zweite Rekursionsformel kann man aus der ersten ableiten, wir zeigen hier deshalb nur,
wie man auf die erste Formel kommt.

Die ersten Werte fiir n=2,3 und 4 lassen sich manuell ableiten:

e n=2:SF(2)=1,12 > 21.
e n=3: SF(3)=2, 123 > {231,312}
o n=4: SF(4)=9: 1234 - {2143, 2341, 2413, 3142, 3412, 3421, 4123, 4312, 4321}

Wir leiten die erste Rekursionsformel am Beispiel SF(5) ab.

Dazu betrachten wir zunachst nur die Ziffer 1. Um Fixpunkt-Freiheit zu erreichen, muss sie
auf einen anderen Platz verschoben werden, von denen es (n-1) gibt; im Beispielfall (5-1)=4.
Zunachst betrachten wir die Verschiebung der 1 auf den Platz der 2 und ermitteln dazu alle
mdoglichen fixpunktfreien Permutationen. Fir die von der 1 verdrangte 2 gibt es zwei
Mdglichkeiten:

1. Sie tauscht mit der 1 ihre Position. In diesem Fall kénnen die 3, die 4 und die 5
gerade SF(3)=2 fixpunktfreie Permutationen bilden.

2. Wenn die 2 nicht mit der 1 tauschen soll, so kann sie zusammen mit der 3,4,5 gerade
SF(4) fixpunktfreie Permutationen bilden. Der Ausgangspunkt fir diese
Permutationen ist eine beliebige Permutation aus Fall 1 (z.B. 2-1-5-3-4), was
vielleicht verwundern wird. Es stellt aber sicher, dass die 2 bei den im Folgenden zu
ermittelnden fixpunktfreien Permutationen nicht mehr auf Platz 1 stehen darf. Dieser
Fall wurde ja bereits unter 1) gezahilt.

1 12 |3 |4 |5 | Ausgangspermutation = Positionen
211 |4 15 |3 | SF(n-2)=SF(5-2)=SF(3)=2
> [1 |5 |3 [4 | (die steht auf Position 1)
511 |2 |3 |4
4 |1 12 |53
31112 |5 |4
il el Nl SF(n-1)=SF(5-1)=SF(4)=9
n— = - = =
511 (4 |23 _ _ N
(die 2 steht nicht auf Position 1)
3111|512 |4
31114 |5 |2
51114 |3 |2
4 |1 |5 1|3 |2
Summe SF(n-1)+SF(n-2)=9+2=11
= fixpunktfreie Permutation von n Elementen
mit einem festgehaltenen Element (=1)
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Dasselbe Verfahren kann man mit dem Paar 1-3, 1-4 und 1-5 wiederholen, also (5-1)=4 mal.

Demnach ist
SF5)=(5-1)-(SFG—1)+SF(5-2))=4-(SF(4)+SF(3)) =4-(9+2) =44
Das Prinzip andert sich fur wachsende n nicht, also:

SFM)=(m—-1)-(SF(n—1)+SF(n—2)) bzw. In=mn-1)( (-1 +!(n—2))

4 Permutationen mit fester Anzahl von Fixpunkten

Diese werden als partielle Derangements bezeichnet. Man gibt als Bedingung vor, dass
genau k von n unterschiedlichen Elementen fix bleiben sollen. Diese Bedingung sagt nicht,
welche k Elemente es sein sollen. Sie sagt aber, dass es genau k Elemente sein sollen, nicht
etwa wenigstens k Elemente oder maximal k Elemente.

Die Ldsung lasst sich leicht auf die oben abgeleiteten Ergebnisse zuriickflhren.

Man bezeichnet die Anzahl von Permutationen von n Elementen mit genau k Fixpunkten mit
dnk. Dabei gilt dno=dn. Die k Fixelemente kann man tber () Arten aus n Elementen
auswahlen. Zu jeder dieser Auswahlen sollen die restlichen (n-k) Elemente fixpunktfreie
Permutationen bilden, also:

4.1 Diskrete Verteilung P(n, k) der Anzahl der Fixpunkte
Die zu Gleichung 4 passende Wahrscheinlichkeit P(n, k) ist dann mit Gleichung 2:

n-k ; n-k i
Aoy dpe n! )i 1 &
Poui) == () n!k=k!-(n—k)!-n!'("_k)!'_2 il =FZ il °
i=0 1=0

P(n, k) nach Gleichung 5 ist die diskrete Wahrscheinlichkeit daftir, dass von den n!
Permutationen unter n verschiedenen Objekten gerade solche mit genau k Fixpunkten
auftreten [WiKi Zuféllige Permutationen].

Wegen

n
(=D In In 1
P(n,k=0)=—z —=— = lim P(n, 0)—11m——;

i! n! n—-oo n-oo n!

strebt P(n—>=,0) gegen den festen Wert 1/e.
AulRerdem gilt

(1)‘ (1-1)
Plrk=n- n—1)' z n—1)'

Es gibt keine Permutation von n Elementen mit genau (n-1) Fixpunkten. Das leuchtet
unmittelbar ein, denn wenn (n-1) Elemente fix sind, dann hat auch das n-te Element keine
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Bewegungsmaglichkeiten mehr und muss ebenfalls fix sein. Deshalb gilt fur die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle Elemente fix sind:

0 .
1o (-1 1
PW“):mZ( !) “l
i=0

i n!

Auch das ist klar: Wenn alle Elemente fix sind, gibt es genau eine Permutation — die initiale.
Deren Wahrscheinlichkeit ist bei insgesamt n! Permutationen dann gleich 1/n!.

Interessant ist es weiterhin, dass sich P(n,0) und P(n,1) fir groRe n sehr schnell annéhern:

n-1 . n .
1! 1 Gk
z il z"(“"’):ﬁ'z !
i=0

. i

i=0
Die folgende Tabelle zeigt die %-Werte fir P(n, k) fir 2<=n<=10 auf eine Kommastelle
gerundet. .

|

P(n,1) =

~
=

= 36,8%

[N
Q| -

k

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Summen
2 500 00 500 i 100,0
3 333 500 00 167 d 100,0
4 375 333 250 00 42 d 100,0
5 37 375 167 83 00 08 r 100,0
6 368 367 188 56 21 00 01 100,0
7 368 368 183 63 14 04 00 00 r 100,0
8 38 368 184 61 16 03 01 00 00 100,0
9 38 368 184 61 15 03 00 00 00 00 100,0
10 368 368 184 61 15 03 01 00 00 00 00 100,0
100 368 368 184 61 15 03 01 00 00 00 00 100,0

Man erkennt, wie sich die Wahrscheinlichkeiten fiir wachsende n stabilisieren auf k-Werte <
6. Die Wahrscheinlichkeiten fur gro3ere k sind verschwindend gering.

4.2 Mittelwert und Streuung der Anzahl der Fixpunkte
Zunachst gilt fur beliebige n (das ist wichtig fir die folgende Berechnung der Momente):

n
EP(n,k) =1 n €N 6
k=0

Die mittlere Anzahl von Fixpunkten ist dann

n

k=0

k=0 i=0

Da der Summand fur k=0 wegen der Multiplikation mit k wegfallt, wird daraus:

n n—-k .
1 (-1)!
E[K]zkz;(k—n!'; il
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Mit der Substitution I=k-1 wird daraus:
n-1 (n-1)-1

BT R U AT
=0 i=0

Dabei wurde Gleichung 6, die ja fur beliebige n gilt, fur n:=(n-1) verwendet.

=0

Fur den quadratischen Mittelwert bekommt man ahnlich wie oben:

k=0 =

i=0

Auch hier wird wieder substituiert I=k-1:

i n_1(1+1) —)—1( 1)1 n-1 (11—1)—1(_1)i n—11 (11—1)—1(_1)i
E[K]:; T Z le ; i +;ﬁ' ; i

Die erste Doppelsumme ergibt gerade wieder (wie oben) E[K], die zweite mit m=I-1 ebenfalls:

n-1_ (m-1)-1 i (n-2)-m ; _
S ERS AT YR
1=0 i=0

Also :

Fir die Varianz bekommt man damit
VIK] = E[K?] — (E[K])?=2-1=1
Das ist ein erstaunliches Ergebnis: Sowohl der Erwartungswert als auch die Varianz der

Anzahl der Fixpunkte ist unabhangig von n immer gleich 1.

Beliebige Momente leitet der Mathematiker mit der Momenterzeugenden Funktion ab. [WiKi
Fixpunkte]

4.3 Asymptotisches Verhalten von P(n, k) fir grofe n
Fur Werte von n > 10, bei denen auch entsprechend gro3e Werte von k vorkommen, sind die
letzten Werte von P(n, k) sehr klein:

1
P(n,kzn)za«l

Damit kann man die Summe in Gleichung 5 in guter Naherung formal bis unendlich laufen
lassen:

Ein Vergleich mit der diskreten Poisson-Verteilung, dass die Verteilung der Anzahl der
Fixpunkte fir grol3e n asymptotisch gegen die Poisson-Verteilung fur A=1 strebt.
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Ak 1% e !
P,(k) =Fe_’1 = Pk)=—el=—=Pnk)

Auch fir die Poisson-Verteilung gilt E[K]=Var[K]=A=1.

5 Losung der Aufgaben aus den Vorbemerkungen

Wen die 6 Ehepaare nie zusammen tanzen dirfen, dann bedarf es vollstandiger
Derangements, also fixpunktfreier Permutationen. Dabei kdnnen die verheirateten Damen
und Herren z.B. jeweils dieselbe Nummer (=Indexwert 1-2-3-4-5-6) bekommen. Die Damen
bleiben nebeneinander stehen und bilden so die initiale Permutation. Die Herren nehmen
jeweils vor einer Dame Aufstellung, die nicht ihre Ehefrau ist.

Es gibt daher 6= 265 derartige Aufstellungen der Herren vor den Damen, bei denen keiner
der Herren wieder vor seiner Angetrauten steht.

BEACHTE: Die Fixpunktfreiheit gilt bezlglich der initialen Nummerierung. Zwischen zwei der
fixpunktfreien Permutationen gibt es durchaus Elemente, die ihren Platz nicht veréandern. So
konnte die Reihenfolge der Herren an einem Tag so aussehen: 214365 und am n&chsten
Tag 654321. Beide Zuordnungen sind fixpunktfrei bezlglich 123456, also beziiglich der
Ehefrauen. Trotzdem tanzt an beiden Tagen Dame 3 mit Herrn 4 und Dame 4 mit Herrn 3!

Wenn man nun danach fragt, wie oft die Paare tanzen kénnen, ohne dass irgendjemand
wieder mit demselben Tanzpartner tanzt, so ist die Anzahl einfach (n-1), was sich einfach
aus der zyklischen Verschiebung ergibt, die nach (n-1) Verschiebungen wieder auf die
initiale Aufstellung fuhrt: 612345 — 561234 — 456123 — 345612 — 23456

Bei dem ,Farbenblinden®, der von 8 farbgleichen Paarungen 5 erkannt hat, berechnen wir die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 5 oder 6 oder 7 oder 8 Paarungen rein zufallig richtig
zugeordnet wurden:

8
P(8,k=5) = Z P(8,k) = 0,27778% + 0,06944% + 0,00000% + 0,00248% = 0,35%
k=5
Wir zahlen also alle h6heren Werte k>5 noch dazu, was zugunsten der Zufalls-Hypothese
spricht. P(8, k>=5) ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine Zufallspermutation von 8
Elementen 5 oder mehr Fixpunkte hat. Diese Wahrscheinlichkeit ist mit nur 0,35% sehr klein,

was daflr spricht, dass der Betreffende doch in einem gewissen Mal3e Farben erkennen
kann. Ob er damit weiterhin Autofahren kann, ist ungewiss...
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